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1 はじめに

１９５０年代に原子核（多体系）のスペクトルの統計的な研究のために Wigner がランダム行列を導入
し，Wigner の半円則を証明した [45]のをきっかけにランダム行列の研究は物理と数学の両分野で多方面に
拡がっている．数あるランダム行列の中でも特に GUEは深い数学的対象であることがわかってきている．
GUEとは N ×N -Hermite行列全体 HN にガウス測度

PN(dX) ∝ exp(−Tr(X2))dX (1.1)

を入れたランダム行列である．Hermite 行列 X の行列成分のうち，上三角の非対角成分の実部と虚部

ReXij , ImXij (1 ≤ i < j ≤ N), 対角成分 Xii (1 ≤ i ≤ N) の N2 個が独立な変数なので，HN は自

然に RN2
と見なせ，dX はそう見たときの HN 上の Lebesgue 測度

dX =
N∏
i=1

dXii ×
∏

1≤i<j≤N

d(ReXij)d(ImXij)

である．Tr(X2)が各成分の２乗和であることに注意すれば，(1.1)は，各成分 ReXij , ImXij (1 ≤ i < j ≤ N),
Xii (1 ≤ i ≤ N)が独立な 1 次元の Gauss分布に従っていることを意味する．
HN の元の N 個の実固有値 x = (x1, . . . , xN ) の RN における（対称化した）分布密度は，

µN(x) = µN (x1, . . . , xN )

= Z−1
N

∏
1≤i<j≤N

(xi − xj)2 exp

(
−

N∑
i=1

x2
i

)

= det
(
K(N )(xi, xj)

)N
i,j=1
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という非常に特別な形になることが知られている [29]．ただし，

K(N )(x, y) =
N−1∑
k=0

ϕk(x)ϕk(y)

=
(
N

2

)1/2
ϕN(x)ϕN−1(y)− ϕN−1(x)ϕN (y)

x− y

と定義される積分核である．また ϕk(x)は正規化された Hermite関数で，

ϕk(x) =
1

(
√
πk!2k)1/2

Hk(x)e−x2/2

によって与えられる．Hk(x) は Hermite多項式

Hk(x) = (−1)kex2 dk

dxk
e−x2

で重み e−x2
dx に関する直交多項式である．K(N )(x, y)についての二つ目の等式は直交多項式論で有名な

Christoffel-Darboux の公式による [39]．
ここに与えられた確率密度関数の N − n 個の変数を積分することにより n点相関関数が得られる．n点

相関関数とは以下のようなものである．

ρ(N )
n (x1，. . . , xn) =

N !
(N − n)!

∫
RN−n

pN (x1, . . . , xN )dxn+1 . . . dxN (1.2)

によって定義する．この特別な形の確率密度関数 (相関関数)が後で見るように Fermion測度の特徴であり，
GUE の固有値分布は Fermion測度となることがわかる．
Hermite関数の漸近形は詳しく研究されており (cf. [20])，その結果を用いると K(N )(x, y) のスケーリン

グ極限が計算される．

αN = π√
2N
とおくと，

lim
N→∞

αNK(N )(αNx,αNy) =
sinπ(x − y)
π(x− y)

=: Ksine(x, y)

となり，Ksine(x, y) は正弦核と呼ばれる．
また βN = 1√

2N1/6 とおくと，

lim
N→∞

βNK(N )(
√
2N + βNx,

√
2N + βNy) =

Ai(x)Ai′(y)− Ai′(x)Ai(y)
x− y

= : KAiry(x, y)

となり，KAiry(x, y) は Airy核と呼ばれる ([11, 42])．ただし，

KAiry(x,x) = Ai′(x)2 − Ai′′(x)Ai(x) = Ai′(x)2 − xAi(x)2.

Γ分布の行列版を考えよう．非負定値 Hermite行列は必ず X∗X の形に書けることに注意して，α > −1
とするとき非負定値行列の空間に

exp(−Tr(X∗X)) det(X∗X)αdX (1.3)

に比例する確率分布を考えたものは Laguarre Ensembleとよばれる．ただし，dX は複素行列全体上の

Lebesgue測度．このとき X∗X の固有値は非負となりその分布は GUEと同様に行列式の形をもつ．

µN(x) = µN (x1, . . . , xN )

= Z−1
N

∏
1≤i<j≤N

(xi − xj)2
N∏
i=1

xαi exp

(
−

N∑
i=1

xi

)

= det
(
K(N )(xi, xj)

)N
i,j=1
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ここで積分核は K(N )(x, y) =
∑N−1

k=0 ψ
(α)
k (x)ψ(α)

k (y) である．ただし，ψ
(α)
k (x) = L

(α)
k (x)xαe−x で L

(α)
k (x)

は Laguarre多項式である．つまり，(0,∞) における重み xαe−xdx に関する直交多項式で

L
(α)
k (x) =

x−αex

k!
dk

dxk
xαe−x

で与えられる．γN = 1
4N とおくと

lim
N→∞

γNK(N )(γNx, γN y) =
Jα(
√
x)
√
yJ ′

α(
√
y)−√xJ ′

α(
√
x)Jα(

√
y)

2(x− y)

= : KBessel(x, y)

となる．ここで Jα は Bessel 関数である．KBessel(x, y) は Bessel核と呼ばれる (cf. [42])．

注意 1.1. これらの積分核 K(N ),Ksine,KAiry ,KBessel などから定まる積分作用素はすべて射影作用素に

なっていることに注意する．

本講演ではまず Fermion測度の性質について (特に離散の場合に)詳しく述べた後，その類似物である α-
Boson測度について考えたい．またこの他Wishart過程や表現論と α-Boson測度との関係や，Tracy-Widom
分布と Airy過程などについても考えたい．

2 離散Fermion 測度 (Determinantal 測度)

2.1 アイディア

まず Fermion測度のアイディアを簡単に説明しよう．
二つの行列

K =

(
a b

c d

)
, I −K =

(
1− a −b

−c 1− d

)
を用意して，{0, 1}2 上の関数 µ(x1x2) を以下のように定める：
(1) x1x2 の値によって K, I −K からあらたな行列 K(x1x2) をつくる．K(x1x2) の 1行目は x1 = 1, 0 に
従って K, I −K の 1行目とする．K(x1x2) の 2行目は x2 = 1, 0に従って K, I −K の 2行目とする．
(2) µ(x1x2) = det(K(x1x2)) と定める．具体的には行列 K(x1x2) は

K(11) =

(
a b

c d

)
, K(10) =

(
a b

−c 1− d

)
, K(01) =

(
1− a −b

c d

)
, K(00) =

(
1− a −b

−c 1− d

)
となり，

µ(11) = detK(11) = ad− bc, µ(10) = detK(10) = a(1− d) + bc,

µ(01) = detK(01) = (1− a)d+ bc, µ(00) = detK(00) = (1− a)(1− d)− bc.

と定める．行列式の多重線型性により µ(11)+µ(10) =

(
a b

0 1

)
= a, µ(01)+µ(00) =

(
1− a −b

0 1

)
= 1−a

であるから

µ(11) + µ(10) + µ(01) + µ(00) = 1

であることがわかる．またすべての x1x2 ∈ {0, 1}2 に対して µ(x1x2) ≥ 0となるための必要十分条件は，{
0 ≤ a, d ≤ 1, bc ∈ R,

−min((1 − a)d, a(1− d)) ≤ bc ≤ min(ad, (1 − a)(1− d))

である．つまり，K が上の条件を満たすとき, µは集合 {0, 1}2 上の確率分布を定める．このアイディアを
一般の場合に拡張しよう．
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2.2 離散Fermion 測度

以下，Rを高々可算な集合とし，配置空間を Q = Q(R) = {ξ : R→ {0, 1}}とし直積位相を入れて位相
空間とみなす．ξ の台と R の部分集合との対応でしばしばべき集合 2R と可算直積空間 Q とを同一視す

る．R を添字集合とする (無限次)複素行列 K = (K(x, y))x,y∈R が以下の仮定を満たすとする．

仮定 2.1. 任意の互いに素な R の有限部分集合 Λ0,Λ1 に対して，

det(PΛ0(IΛ −KΛ) + PΛ1KΛ) = det

(
IΛ0 −KΛ0 −KΛ0Λ1

KΛ1Λ0 KΛ1

)
≥ 0

が成り立つ．ただし，

Λ = Λ0  Λ1, KΛΛ′ := PΛKPΛ′ , KΛ := KΛΛ

とする．

Λ0,Λ1 を互いに素な R の有限部分集合とする．ξ : Q→ {0, 1}に対して Λ0 上で 0, Λ1 上で 1となるよ
うな関数全体からなる筒集合 0Λ01Λ1 を

0Λ01Λ1 = {ξ ∈ Q ; ξ(x) = i if x ∈ Λi, i = 0, 1}

とする．また Q 上の筒集合全体を C とする．
C 上の非負集合関数を

µ(0Λ01Λ1) = det(PΛ0 (IΛ −KΛ) + PΛ1KΛ),

µ(Q) = 1

によって定義する．ただし，Λ = Λ0  Λ1．このとき次のことがわかる．

補題 2.2. {µ(0Λ01Λ1) ; Λ0,Λ1 ⊂ R,Λ0 ∩ Λ1 = ∅} は次の意味で無矛盾：任意の互いに素な有限部分集合
Λ0,Λ1 ⊂ R と Λ := Λ0  Λ1 に含まれない任意の x ∈ R に対して，

µ(0Λ0∪{x}1Λ1) + µ(0Λ01Λ1∪{x}) = µ(0Λ01Λ1).

さらに， ∑
Λ0�Λ1=Λ

µ(0Λ01Λ1 ) = 1. (2.1)

証明. 証明は N = |Λ| による帰納法．N = 0 のときは (1 − K(x,x)) + K(x,x) = 1 より明らか．また
N = |Λ| まで正しいと仮定する．Λ̃ = Λ ∪ {x} として

KΛ̃ =

(
K b
tc k

)
とかく．ただし，K = KΛ, k = K(x,x) としている．このとき行列式の多重線型性より

µ(0Λ0∪{x}1Λ1) + µ(0Λ01Λ1∪{x})

= det

(
PΛ1K + PΛ0(I −K) PΛ1b − PΛ0b

−tc 1− k

)
+ det

(
PΛ1K + PΛ0(I −K) PΛ1b− PΛ0b

tc k

)

= det

(
PΛ1K + PΛ0(I −K) PΛ1b − PΛ0b

t0 1

)
= det (PΛ1K + PΛ0(I −K))

= µ(0Λ01Λ1).

よって第一の主張は証明された．二つ目の主張はこのことを繰り返して用いればよい．
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注意 2.3. 上の補題 2.2の式 (2.1)は次の事実の特別な場合 (A = K, B = I −K)となっている：任意の
|Λ| × |Λ| 次行列 A,B に対して，∑

Λ0�Λ1=Λ

det (PΛ1A + PΛ0B) = det(A+B)

が成り立つ．

補題 2.2と Kolmogorov の拡張定理から次の結果を得る．

定理 2.4. K は 仮定 2.1 を満たすとする．このとき，Q 上の Borel確率測度 µK で有限次元分布が

µK(0Λ01Λ1) = det(PΛ0(IΛ −KΛ) + PΛ1KΛ)

によって与えられるものがただ一つ存在する ．

この定理により得られる Q = Q(R) 上の Borel 確率測度 µK を K に付随する離散 Fermion 測度とよぶ
ことにする．

以下のことに注意しよう．

注意 2.5. K が 仮定 2.1 を満たせば I −K も満たす．このとき µI−K は写像 Q � ξ �→ 1 − ξ ∈ Q による

µK の像測度になる．この事実は Rが離散であることによっている．

さて筒集合の測度は別の形でも計算できる．

補題 2.6. 筒集合の測度は以下のような別表示をもつ．

µ(0Λ01Λ1) = det(PΛ0(IΛ −KΛ) + PΛ1KΛ)

=

det(J [Λ]Λ1) det(IΛ −KΛ), IΛ −KΛが可逆のとき

det((J [Λ]−1)Λ0) detKΛ, KΛが可逆のとき

= (−1)|Λ0| det(KΛ − PΛ0)

= (−1)|Λ1| det(IΛ −KΛ − PΛ1).

ただし，J [Λ] = KΛ(IΛ −KΛ)−1, J [Λ]−1 = (IΛ −KΛ)K−1
Λ .

証明. IΛ −KΛ は可逆であるとする．

det(PΛ0 (IΛ −KΛ) + PΛ1KΛ) = det(PΛ0 + PΛ1J [Λ]) det(IΛ −KΛ)

= det(PΛ0 + PΛ1J [Λ]PΛ1] det(IΛ −KΛ)

= det(J [Λ]Λ1) det(IΛ −KΛ).

KΛ が可逆の場合もまったく同様．また (PΛ1 − PΛ0)2 = IΛ であることに注意して，

det(PΛ0 (IΛ −KΛ) + PΛ1KΛ) = det(PΛ0 − PΛ1)
2(PΛ0 (IΛ −KΛ) + PΛ1KΛ)

= det(PΛ1 − PΛ0) det(−PΛ0(IΛ −KΛ) + PΛ1KΛ)

= (−1)|Λ0| det(KΛ − PΛ0).

例 2.7. (1) K は '2(R) 上の Hermite作用素で，O ≤ K ≤ I を満たすとする．このとき，補題 2.6に注意
すれば K は 仮定 2.1を満たすことがわかる．
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(2) R = Z1 とする．K は ‖K‖ ≤ 1で，さらに totally positiveであるとする．つまり，任意の n ∈ N と

任意の x1 < x2 < · · · < xn と y1 < y2 < · · · < yn に対して

det(K(xi, yj))ni,j=1 ≥ 0

とする．このとき K は 仮定 2.1を満たす．
(3) (1) の特別な場合である．R = Zd とする．k̂ : Td → [0, 1]に対して，

k(x) =
(

1
2π

)d ∫
Td

k̂(θ)eixθdθ, x ∈ Zd

によって定義し，Toeplitz作用素 K : '2(Zd)→ '2(Zd) を

Kf(x) =
∑
y∈Zd

k(x− y)f(y)

とすると仮定 2.1の条件を満たすので，確率測度 µbkが存在する．構成の仕方より Zdの平行移動に関して不変

な確率測度となる．特に k̂ ≡ α (0 ≤ α ≤ 1)とすると K = αI となり，対応する µK は (α, 1−α)-Bernoulli
測度となる．

例 2.8. (cf.[24]) 連結有限グラフ G = (V,E)が与えられときその部分グラフですべての点を含む木を全域
木という．グラフ Gが与えられたとき

M(x, e) =


1, x = o(e),

−1, x = t(e),

0, otherwise

によって定まる |V | × |E|-行列 M を接続行列という．行列 M の階数は |V | − 1に等しい．行列M の 1行
から |V | − 1 行目までの行ベクトルで張られる線型空間 V は R|E| ∼= '2(E) の部分空間をなす．'2(E) か
ら V への直交射影に対する Fermion測度はグラフ Gの全域木上の一様分布とみなせる．ちなみに Gの全

域木の個数は行列M の 1行から |V | − 1 行目までをとりだして得られる (|V | − 1)× |E|-部分行列 N をも

ちいると detNN∗ によって与えられる．

さて，ξ の Laplace変換を計算しよう．

定理 2.9. K は 仮定 2.1 を満たすとする．∫
Q

e−〈ξ,f〉µ(dξ) = det(I −K(1− e−f(x))), (2.2)

ただし，supp f は有限集合で 〈ξ, f〉 =
∑
x∈R

ξ(x)f(x) である．また (1 − e−f(x)) はかけ算作用素．

証明. supp f = Λ とする．注意 2.3より∫
Q

e−〈ξ,f〉µ(dξ) =
∑

Λ0�Λ1=Λ

e−
P

x∈Λ1
f(x)µ(0Λ01Λ1)

=
∑

Λ0�Λ1=Λ

e−
P

x∈Λ1
f(x) det(PΛ0 (IΛ −KΛ) + PΛ1KΛ)

=
∑

Λ0�Λ1=Λ

det(PΛ0 (IΛ −KΛ) + PΛ1e
−fKΛ)

= det(IΛ −KΛ + e−fKΛ).
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この Laplace変換の式 (2.2)よりモーメントが求まる．例えば，

系 2.10. 〈ξ, f〉 の平均は ∫
Q

µ(dξ)〈ξ, f〉 =
∑
x∈R

K(x,x)f(x).

特に Λ にある 1 の個数の平均は Tr(KΛ) =
∑

x∈Λ K(x,x) で与えられる．

証明. 式 (2.2)において f の代わりに tf として，t = 0で微分すればよい．

行列 KΛ の階数は Λ 内の粒子の個数 (1 の個数)に対応し，行列 IΛ −KΛ の階数は Λ 内の 0の個数に対
応している．

命題 2.11. (1) rankKΛ = n とすると µ(ξ(Λ) ≤ n) = 1. また rank(IΛ − KΛ) ≤ m ならば µ(ξ(Λ) ≥
N −m) = 1. ただし ξ(Λ) = 〈ξ, 1Λ〉 で Λ内の 1の個数をあらわす．
(2) 特に K が rankK = n の射影であるときは，µ(ξ(R) = n) = 1 となる．

証明. rankKΛ = nとする．|Λ1| ≥ n+1 のとき行列 PΛ0(IΛ −KΛ) +PΛ1KΛ の |Λ1| × |Λ| 小行列 PΛ1KΛ

の中にかならず一次従属なベクトルが存在する．よって行列式は 0 となり，µ(0Λ01Λ1) = 0 となる．つま
り µ(ξ(Λ) ≥ n+ 1) = 0 であるから主張を得る．後半もまったく同様．

上の命題は次の事実からも従う．

命題 2.12. 任意の Λ ⊂ R(|Λ| = n) と k ≥ 0 に対して，

µ(ξ(Λ) = k) = det(IΛ −KΛ)Tr(∧kJ [Λ])

=
∑

J⊂{1,2,...,n}

∏
j∈J

λj
∏
j∈Jc

(1− λj)

ここで λ1, . . . , λn は KΛ の固有値である．IΛ −KΛ が可逆でないときは 2行目の意味で理解する．特に

µ(ξ(Λ) = 0) = det(IΛ −KΛ).

統計物理でよく知られているように Fermionは Pauliの排他律にしたがい，二つの粒子が同じ状態に入
ることは禁じられる．このことから Fermion 測度はその条件付き確率がまた Fermion 測度となるという著
しい性質をもつ．

定理 2.13. A は R の有限部分集合とする．µ(1A) > 0 とする．

µA(·) = µ(· | 1A) = µ(· | ξ ≡ 1 on A)

は以下に定義する行列 KA に対する Fermion 測度となる．A = {x1, . . . , xn} とすると

KA(x, y) =
(
det(K(xi, xj))ni,j=1

)−1

×det


K(x, y) K(x,x1) · · · K(x,xn)
K(x1, y) K(x1, x1) · · · K(x1, xn)

...
...

. . .
...

K(xn, y) K(xn, x1) · · · K(xn, xn)


= K(x, y) − 〈K(x, ·),K−1

A K(·, y)〉.

ただし，K(x, ·) = (K(x,xi))ni=1, K(·, y) = (K(xi, y))ni=1 である．
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補題 2.14. {0, 1}R 上の確率測度 µ に対して，ある行列 K が存在して任意の R の有限部分集合 Λ ⊂ R

に対して

ρ(Λ) := µ(1Λ) = det(K(x, y))x,y∈Λ

が成り立つとする．このとき，µ は行列 K に対する Fermion 測度となる．

証明. 補題 2.2の証明と同様に関係

det

(
A b

c d

)
+ det

(
A b

−c 1− d

)
= detA

を繰り返せばすべての筒集合の確率が矛盾なく定義できる．

定理 2.13の証明. A = {a} の場合だけ示す．A と互いに素な Λ に対して，

µ(1Λ∪{a}) = det(K(x, y))x,y∈Λ∪{a}

である．このとき，µ(1A) = K(a, a) > 0であることに注意して第 a 行に K(x, a)/K(a, a) をかけて第 x 行

から引くと，行列の (x, y) 成分は Ka(x, y) となり，(x, a) 成分は (a, a) 成分以外すべて 0 になる．よって

µ(1Λ∪{a}) = det(Ka(x, y))x,y∈Λ ·K(a, a) = det(Ka(x, y))x,y∈Λ · µ(1{a})

であるから補題 2.14を用いると結論を得る．

2.3 Fermion測度に関する相関不等式

以下では K は Hermite作用素であることを仮定する．筒集合の測度に関して以下のような相関不等式が
成り立つ．

命題 2.15. (1) A,B は互いに素な有限集合とすると

µ(1A∪B) ≤ µ(1A) · µ(1B).

もっと一般に A,B は任意の有限集合とすると

µ(1A∪B)µ(1A∩B) ≤ µ(1A) · µ(1B).

(2) 以下の不等式がなりたつ．

µ(0Λ0 )µ(1Λ1) ≤ µ(0Λ01Λ1) ≤ {µ(0Λ0)µ(1Λ1 )}1/2.

証明. 命題の不等式の証明には以下のような行列式に関する不等式を用いればよい：行列 A,C は非負定値

であるとすると

det

(
A B

B∗ C

)
≤ detAdetC, det

(
A B

−B∗ C

)
≥ detAdetC

が成り立つ．

注意 2.16. K が Toeplitz行列で定まるときはシフトのエントロピーが

lim
Λ→R

− 1
|Λ|

∑
Λ0�Λ1=Λ

µ(0Λ01Λ1 ) log µ(0Λ01Λ1)

によって定義されるが，命題 2.15(2)の不等式から K �= O, I ならば正のエントロピーをもつことが示され

る [24, 25, 36]．
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ところで Q の元は R 上の {0, 1}-値関数であったから自然な順序で Q は半順序集合になる．A ∈ B(Q)
に対して，ξ ∈ A かつ ξ ≤ η ならば η ∈ A となるとき，A は increasing であるという．また µ, ν は Q 上

の確率測度とする．任意の increasing な A に対して，µ(A) ≤ ν(A) となるとき，µ ≤ ν とかく．

命題 2.17 ([38]). µ, ν は Q 上の確率測度とする．µ ≤ ν であるための必要十分条件は，µと ν の単調なカッ

プリングが存在することである．ただし，カップリング P が単調であるとは suppP ⊂ {(ξ, η) ∈ Q×Q ; ξ ≤ η}
となるときをいう．

さて例 2.7の Toeplitz行列の場合を考えよう．k̂ : Td → [0, 1] から定まる Fermion測度を µbk とかく．
このとき以下のことが知られている [24]．

命題 2.18. 0 ≤ k̂1 ≤ k̂2 ≤ 1 ならば µbk1
≤ µbk2

.

このことから 0 ≤ k̂1 ≤ k̂2 ≤ 1ならば µbk1
と µbk2

との単調なカップリングが存在する．例えば，0 ≤ p ≤ 1
とし k̂1 = pk̂2 とする．このとき以下のようにしてカップリングを構成できる．ξ, η : Ω→ Q を Q 上の分

布がそれぞれ (p, 1− p)-ベルヌイと µbk である確率変数とする．このとき，min(ξ, η) = ξ · η (各点での min
をとる)の分布は µpbk に等しい．

問題 2.19. 0 ≤ k̂1 ≤ k̂2 ≤ 1 のとき，一般に µbk1
と µbk2

との単調なカップリングを構成できるか？

3 Fermion測度とBoson測度とその一般化

3.1 一般の空間におけるFermion測度

Rを可算基を持つ局所コンパクトハウスドルフ空間とし，その上の Radon測度を λ(dx)として，以下固
定する．R 上の非負整数値Radon測度を R 上の局所有限な配置といい，その全体を Q = Q(R)と表わす．
Q には漠位相をいれ B(Q) は位相的 Borel集合体とする．Q の要素 ξ は ξ =

∑
i δxi の形に書けることに

注意しておく．（多重点がある場合は違う点だとみなして，繰り返し和に加える．）µを (Q,B(Q)) 上の確率
測度とするとき，(Q,B(Q), µ) を点過程またはランダム場という

ξ ∈ Q と台がコンパクトな連続関数 f ∈ Cc(R) に対して，

〈ξ, f〉 =
∫
R

f(x)ξ(dx) =
∑
x∈ξ

f(x)

とおく．また一般に ξ ∈ Q と台がコンパクトな連続関数 fn ∈ Cc(Rn) に対して，

〈ξn, fn〉 =
∑

x1,x2,...xn∈ξ:互いに異なる
fn(x1 , . . . , xn)

とおく．ξ1 は ξ とみなす．

定義 3.1. 任意の fn ∈ Cc(Rn) に対して，∫
Q

µ(dξ)〈ξn, fn〉 =
∫
Rn

λn(dx1 · · · dxn)fn(x1 , . . . , xn)

を満たす Rn 上の測度 λn(dx1 · · · dxn) が存在すれば，これを ξ の n 次相関測度と呼ぶ．特に Λ1 は平均

測度ともいう．さらに，λn が λ⊗n に関して絶対連続であるとき，

ρn(x1, . . . , xn) =
dλn
dλ⊗n

(x1, . . . , xn)

を n 次相関関数と呼ぶ．シンボリックには

λn =
∫
Q

µ(dξ)ξn

である．ここで，定義した相関関数は (1.2)で定義したものと一致する．
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点過程は Laplace変換

Lµ(f) =
∫
Q

µ(dξ) exp(−〈ξ, f〉) f ∈ C+
c (R)

によって一意に決定される．よく知られているように平均測度 ν のポアソン点過程 Πν の Laplace変換は∫
Q

Πν (dξ) exp(−〈ξ, f〉) = exp
(
−
∫
R

(1− e−f(x))ν(dx)
)

(3.1)

さて定理 2.9の Laplace変換の形を考慮して以下のような結果を得る．

定理 3.2 ([34, 35, 37]). L2(R, dλ) 上の積分作用素 K は局所トレース族かつ自己共役で O ≤ K ≤ I を

満たすものとする1．このとき Laplace変換が∫
Q

µK(dξ) exp(−〈ξ, f〉) = Det(I −Kϕ) (3.2)

となる Q = Q(R) 上の確率測度 µK が唯一存在する．ただし，f ∈ C+
c (R) はコンパクトな台をもつ任意

の非負連続関数，ϕ = 1− exp(−f), Kϕ =
√
ϕK

√
ϕ．また右辺は積分作用素 Kϕ の Fredholm行列式．さ

らに，n 次の相関関数は以下で与えられる．

ρn(x1 , . . . , xn) = det(K(xi, xj))ni,j=1

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)K(x1 , xσ(1)) · · ·K(xn, xσ(n)).

注意 3.3. ここで得られた確率測度を [26, 27]に従って Fermion点過程もしくは Fermion測度と呼ぶ2．も

ちろん離散 Fermion測度はこの定理の特別な場合である．

証明は以下のようにして Kolmogorovの拡張定理による (cf.[21])．まず有界集合 Λ 上の配置空間を Q(Λ)
とすると Q(Λ)は ∪∞

n=0Λ
n/ ∼と同一視される．ここで ∼は座標の置換に関する同値関係をあらわす．さ

て
⋃∞
n=0 Λ

n 上の対称関数 σΛ,K を

σΛ,K(x1, . . . , xn) = Det(I −KΛ) det(J [Λ](xi, xj))ni,j=1 on Λn,

σΛ,K(∅) = Det(I −KΛ) on Λ0 = {∅},

によって定義する．ただし，J [Λ] = KΛ(I −KΛ)−1 とする．このとき，Q(Λ) 上の確率測度 µΛ,K を∫
Q(Λ)

µΛ,K(dξ) exp(−〈ξ, f〉)

=
∞∑
n=0

1
n!

∫
Λn

σΛ,K(x1, . . . , xn) exp

(
−

n∑
k=1

f(xk)

)
λ⊗n(dx1 · · · dxn)

とする．J [Λ]が非負定値であることから σΛ,K ≥ 0は明らかである．このとき以下の補題が成り立つ．

補題 3.4. f が R 上のコンパクト台をもつ非負連続関数とする．supp f ⊂ Λ とすると∫
Q(Λ)

µΛ,K(dξ) exp(−〈ξ, f〉) = Det(I −Kϕ). (3.3)

ただし，ϕ = 1− e−f .

1K が局所トレース族であるとは，任意のコンパクト集合 Λ ⊂ R に対して，KΛ = 1ΛK1Λ がトレース族作用素であることと定
義する．

2Determinantal 測度と呼んでいる文献も多い．
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証明. supp f ⊂ Λ とすると．

Det(I −Kϕ) = Det(I −KΛ)Det(I + (J [Λ])e−f )

= Det(I −KΛ)

×
{
1 +

∞∑
n=1

1
n!

∫
Λn

det
(
(J [Λ])e−f (xi, xj)

)n
i,j=1

λ⊗n(dx1 · · · dxn)
}

= Det(I −KΛ)

×
{
1 +

∞∑
n=1

1
n!

∫
Λn

det(J [Λ](xi, xj))ni,j=1 exp

(
−

n∑
k=1

f(xk)

)
λ⊗n(dx1 · · · dxn)

}

=
∞∑
n=0

1
n!

∫
Λn

σΛ,K(x1, . . . , xn) exp

(
−

n∑
k=1

f(xk)

)
λ⊗n(dx1 · · · dxn)

=
∫
Q(Λ)

µΛ,K(dξ) exp(−〈ξ, f〉).

任意のコンパクト台をもつ非負連続関数 f に対して supp f ⊂ Λ ⊂ Λ′ ならば，∫
Q(Λ′)

µΛ′,K(dξ) exp(−〈ξ, f〉) =
∫
Q(Λ)

µΛ,K(dξ) exp(−〈ξ, f〉) = Det(I −Kϕ)

となることより，確率測度の系 {µΛ,K}は無矛盾である．よって Kolmogorovの拡張定理により定理を得る
(cf.[21])．以上の証明は KΛ が固有値 1をもたないことを仮定しているが，例えば sKΛ を考えて s ↑ 1 の
極限を考えればよい．

例 3.5. 1節であげた GUEと Laguarre ensemble の行列サイズ N が無限大で表われる３つの積分核はそ

れぞれ R 上の Fermion点過程を定義し重要である．Ksine(x, y) の場合は平行移動不変な点過程になる．さ
らに KAiry(x, y) の場合は確率 1で最右端の粒子が存在し，GUEの最大固有値に対応するものである．さ
らに KBessel(x, y) の場合は (−∞, 0) に粒子は存在しない．

例 3.6. R = Ni=1Ei とする．簡単のために Ei
∼= E とする．K は L2(R) ∼=⊕N

i=1 L2(E) 上の局所トレー
ス族の積分作用素とする．積分核は行列形K(x, y) = (Krs(x, y))1≤r,s≤N , x, y ∈ E になり，相関関数は

ρn(x
(1)
1 , . . . , x

(1)
k1

, . . . , x
(N )
1 , . . . , x

(N )
kN

) = ρk1,...,kN (x
(1)
1 , . . . , x

(1)
k1

, . . . , x
(N )
1 , . . . , x

(N )
kN

)

= det(Krs(x
(r)
ir

, x
(s)
js

)1≤r,s≤N,1≤ir≤kr ,1≤js≤ks

によって与えられる．ただし，k1 + k2 + · · · + kN = n.

問題 3.7. 微小な独立確率変数の和が Poisson分布に収束するという Poissonの少数法則と同様の定理を相
関のある場合に Ksine に対応する Fermion測度への極限定理として定式化できるか？

3.2 Boson測度と α-Boson 測度

Laplace変換の形に注目して Fermion測度は以下のような形で Boson測度に拡張される．

定理 3.8 ([35]). L2(R, dλ) 上の積分作用素 K は局所トレース族かつ自己共役で K ≥ O を満たすものと

する．コンパクトな台をもつ任意の非負連続関数 f ∈ C+
c (R) に対して Laplace変換が∫

Q

µ(dξ) exp(−〈ξ, f〉) = Det(I +Kϕ)−1 (3.4)

11



となる Q = Q(R) 上の確率測度が唯一存在する．さらに，n 次の相関関数は以下で与えられる．

ρn(x1, . . . , xn) = per(K(xi, xj))ni,j=1

=
∑
σ∈Sn

K(x1, xσ(1)) · · ·K(xn, xσ(n)).

Laplace変換の形から自然に次のように問題を一般化することが考えられる [35]．

問題 3.9. L2(R, dλ) 上の積分作用素 K は局所トレース族かつ自己共役で K ≥ Oを満たすものとする．こ

のとき次の形の Laplace変換∫
Q

µα,K(dξ) exp(−〈ξ, f〉) = det(I + αKϕ)−1/α. (3.5)

を持つ Q = Q(R) 上の確率測度は存在するか？もし存在すれば n 次の相関関数は以下で与えられる．

ρn(x1, . . . , xn) = detα(K(xi, xj))ni,j=1

=
∑
σ∈Sn

αd(σ)K(x1, xσ(1)) · · ·K(xn, xσ(n)).

ただし，d(σ) は置換 σ を互換の積としてあらわすのに必要な互換の最小の個数3．特に

det−1A = detA, det0A =
n∏
i=1

aii, det1A = perA.

もし µα,K が存在するときには α-Boson測度とよぶことにする．もちろん，α = ±1 のときは Fermion測
度と Boson測度に対応して，α = 0 のときは極限をとったものとみなせば Poisson測度に対応する．

R が一点からなる場合は (3.5)の右辺は一般化された二項分布の Laplace変換を与える．よって，(3.5)
の右辺が確率分布の Laplace変換になるための必要十分条件は，α ∈ {−1/m ; m ∈ N} ∪ [0,∞)である．以
降はおもに α > 0について考えることにする．
さて Jα[Λ] = KΛ(I + αKΛ)−1/α とし，

σΛ,α,K(x1, . . . , xn) = Det(I + αKΛ)−1/αdetα(Jα[Λ](xi, xj))ni,j=1 on Λn,

σΛ,α,K(∅) = Det(I + αKΛ)−1/α on Λ0 = {∅}.

によって定義する．Q(Λ) 上の測度 µΛ,α,K を∫
Q(Λ)

µΛ,α,K(dξ) exp(−〈ξ, f〉)

=
∞∑
n=0

1
n!

∫
Λn

σΛ,α,K(x1, . . . , xn) exp

(
−

n∑
k=1

f(xk )

)
λ⊗n(dx1 · · · dxn).

とする．

Fredholm 行列式について以下の展開公式がなりたつ．これは (1− x)−α の展開公式の無限次元への一般

化である．

定理 3.10. J は L2(R,λ) 上のトレース族の積分作用素とする．‖αJ‖ < 1 ならば

Det(I − αJ)−1/α =
∞∑
n=0

1
n!

∫
Rn

detα (J(xi, xj))
n
i,j=1 λ⊗n(dx1 · · · dxn), (3.6)

α ∈ {−1/m ; m ∈ N} のときは ‖αJ‖ < 1 の条件なしで (3.6)は成り立つ．
3d(σ, η) = d(σ−1η) とおくと Sn 上の距離となる．
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このことに注意すると，∫
Q(Λ)

µΛ,α,K(dξ) exp(−〈ξ, f〉) = Det(I + αKϕ)−1/α

となる．つまり，Fermion測度の場合と同様にして σΛ,α,K(x1, . . . , xn) の非負性が保証されれば Q 上の確

率測度 µα,K が存在することがわかる．例えば detα の定義より Jα[Λ]が非負行列であれば上の非負性はあ
きらかである．

上の関係を考慮すると以下のような問題が考えられる．

問題 3.11. α > 0 とする．以下の同値な 2条件が成立するような α の範囲は？

µα,K が任意の K ≥ O に対して存在する⇐⇒detαA ≥ 0が任意の A ≥ O に対して成り立つ

α = ±1 のときは線型代数的な性質 (perA ≥ detA ≥ 0, ∀A ≥ O) から確率測度 µ±1,K の存在がわか

り，Laplace変換の形とその性質から α ∈ {±1/m, ; m ∈ N} のときは µ±1,K の畳み込みとして確率測度

µ±1/m,K が構成されて線型代数の問題が肯定的に解ける．

注意 3.12. 上の考察と次節の結果をあわせると現在のところ α ∈ {−1/m ; m ∈ N}∪{0} ∪{2/m ; m ∈ N}
の場合について問題 3.11が肯定的に解決されている．負の場合については α ∈ {−1/m ; m ∈ N} 以外は否
定的に結論される．

3.3 Gauss場とBoson測度

さて α = 2 の場合を考えよう．この場合は Gauss場と密接な関係がある [9, 35]．

定理 3.13. {X(x)}x∈R は平均 0, 共分散 K の Gauss場とすると

E[ΠX2(dξ)] = µ2,K(dξ) (3.7)

となる．ただし，ΠX2 は intensity X(x)2 · λ(dx) の Q 上の Poisson測度であり，E は Gauss場 X(x) に
よる平均をあらわす．

証明. (3.1)に注意して Laplace変換を計算すると以下のようになることから定理は示される．

E

[∫
Q

ΠX2(dξ) exp (−〈ξ, f〉)
]

= E

[
exp−

∫
R

(1 − e−f(x))X(x)2λ(dx)
]

= Det(I + 2(1− e−f )K)−1/2.

系 3.14. n次非負定値行列 A に対して平均 0 で共分散行列が A である Gauss確率変数を (Z1, . . . , Zn)
とすると

det2A = E[Z2
1 · · ·Z2

n] ≥ 0

である4．

4記号がよくないがここでの det2 は regularized determinant ではなく，detα の α = 2 の場合である．
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